Unidad 3: DETERMINANTES.

1. Definicién de Determinante para matrices cuadrad

de orden 3.

Un determinante es un numero que se le asociaaanattiz cuadrada.

Determinante de una matriz cuadrada de orden 2:

as de orden 2y

a,, a, El es producto de los elementos que estan enfla
a. a =ay [&,, —a, &, diagonal principal menos el producto de lo$
2 T elementos que estan en la diagonal secundaria
Ejemplos:
a) _
3 4 by ~3 % =—3m—%[¢—2):—3+1=—2
=3[6-4[7=18-28=-10 -2 1
7 6
-2 4 d
C) =-2[12-4[(-6)=-24+24=0 L 3
-6 12 4 —a@a-3@=a’>-12
a

Determinante de una matriz cuadrada de orden 3. Régde Sarrus

Los términos estan formados por productos de tresle@mentos de la matriz,

siguiendo esta regla:

aj_l aj_z a13 delantet+ delante-
Ay Ay Qyg | T 84485853 1 8585,8)3 T 8158385, ™ Ay38,,85; T 818853 ~ Ayagay;
Q3 Q3 g3
Ejemplos:
3 -2 5
ol 73 =3[70+1015+(-2)B&A-5T@4-3M03B-(-2)Am=
4 1 O
=0+5-24-14C(-9+0=5-17=-16¢
3 4 -5
b) 1 -1 1 | =3f-1)E+1Q-1)Q-5)+400-(-5Q-)A-10-1) B-40G&=
1 -1 a

=-3a+5+4-5+3-4a=-7a+7
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Observaciones:

* Un determinante es un namero.

* Los determinantes se escriben entre barras paraifgérenciarlos de las matrices.

* Solo tienen determinante las matrices cuadradas.

* Las matrices que no son cuadradas no tienen detarnante.

* Cuando se desarrolla un determinante, en cada unde los sumandos intervieng
un elemento de cada fila y un elemento de cada colna.

2. Propiedades de los determinantes.

Las siguientes propiedades se verifican para detantes de cualquier orden, aunque
en los ejemplo s6lo vamos a trabajar con deterrtésaite orden 3.

Cuando nos referimos a lineas de un determinargeestamos refiriendo tanto a filas
como a columnas.

1.- El determinante de una matriz coincide con ela@terminante de su transpuesta

A=A

Es decir, si en un determinante cambiamos las fitascolumnas el determinante no
varia:

Veamos la propiedad para determinantes de orden 2:

‘N = h G =ap; @22 —a, @-21

A 8y _)‘N:‘At‘
‘At‘ = o =ay [y, —ay [a,

Q, ap

2.- Si una matriz cuadrada tiene una fila o columnaformada por ceros, su
determinante es cero.

Vemos un ejemplo:

=0 =0 =0 =0 =0 =0

=20B+06F+10MO-70MO-20W6-10[B=0

O© O N
o O
o O

Justificacién:En cada sumando aparece un elemento de cadaufil@lemento de cada
columna, por ello si una linea (fila o columna)aekirmada por ceros, en todos los
sumandos aparecera un cero, ya que en todos l@ndomaparecera un elemento de
esa linea.

53



3.- Si se permutan dos lineas paralelas entre siddterminante cambia de signo.

Vemos un ejemplo:
317

1 0 1/=0+21+2-0-9-1=23-10=13
2 31

Permutamos las dos primeras filas:

=1+9+0-2-21-0=10-23=-13

N W
w = O
N

JustificaciénEn el desarrollo se obtienen los mismos sumandasgoa distinto signo.

4.- Si una matriz cuadrada tiene dos lineas parake iguales, el determinante e
cero.

v)

Vemos un ejemplo:

3 17
3 1 7/=3+63-7—-(-7)-63-3=34+63-7+7-63-3=0
-1 31

Justificacién:Si la matriz A tiene dos lineas iguales, al permagase vuelve a obtener
la matriz A, pero el determinante cambia de signo:

A=A - |A+IA=0 . 208 =0 - [A =0

A4

5.- Si multiplicamos por un mismo nuamero todos loglementos de una linea (fila ¢
columna) de una matriz cuadrada, su determinante geda multiplicado por ese
mismo numero.

Vemos un ejemplo:
3
2 =9+42-5-(-7)-45-6=9+42-5+7-45-6=58-56=2

W R R
w o~

-1
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Multiplicamos pork, por ejemplo, la tercera columna:

3 1 7k
2 1 5k| =9k+42k-5k—(-7k) - 45k —6k = (9+42-5+7-45-6)k =
-1 3 3k
= (58-56)k = 2k

Se obtienen los mismos sumandos multiplicadoskppor tanto se puede sacar factor
comun.

Justificacién:como en todos los sumandos interviene un elemeniwada fila y cada
columna, en todos los sumandos aparece un elemmaritiplicado pork, y por tanto
todos los sumandos aparecen multiplicadokpor

6.- Si un determinante tiene dos filas o columnasrgporcionales el determinante
vale cero:

En el siguiente determinante son proporcionalgwitaera y la tercera fila, vemos que
es cero usando las dos propiedades anteriores.

3 -1 7 3 -1 7

PS5 P4
2 1 5 =kfl2 1 5|=k0d=0
3k -k 7k 3 -1 7

7.- Si en un determinante una linea (fila o columnaesta descompuesta en sumas,
podemos descomponer el determinante en suma de deteantes:

&y ., A3 &, Q, Q5 Q, Q, Q5
a+b c+d e+f = a ¢ e |+ b d f

a31 a32 a33 a‘Sl a32 a33 a31 a32 a33

8.- Si a una linea le sumamaos otra linea paralelauttiplicada por una constante, el
determinante no varia:

Vemos un ejemplo:

-1
= —7+6+45-9—(-5)-42=-7+6+45-9+5-42=56-58= -2

N Y
~N 0w

2
3

A la tercera fila le sumamos la primera fila mdlgada por 3:f, - f; +3f,
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-1 3 3
2 1 5 =-16+60+0-0-(-50)-96=-16+60+50-96=110-112=-2
0 10 16

El valor del determinante no ha variado.
Veamos esta propiedad con “letras”
ab c
Sea el determinanted e f
g h i

, ala 12 fila le sumamos la segunda multiplicaotekp

es decir:f, - f, +kf,, vemos que el determinante no varia:

esigualacero
dosfilas proporciorales
/—J%

a+kd b+ke c+kf - a b c kd ke kf ab c
d e f =d e f|+ d e f|=/d e f
g h [ g h i g h i g h i

174

9.- Si un determinante tiene una linea (fila 0 coana) que es combinacién lineal d¢
otras lineas paralelas, el determinante es cero, también reciprocamente si e
determinante de una matriz es cero entonces una dil(y una columna) es
combinacion lineal de las demas.

Supongamos que la tercera fila es combinaciénlloeéa primera y segunda fila:

f, = k CF, + mLF,
escero escero
dosfilas sonproporciorales  dosfilas sonproporciorales
la primerayla tercera lasegunday la tercera
a b c a b c¢ a b c
P7
d e f |=|/d e f| 4+ d e f =0+0=0

ka+md kb+me kc+mf ka kb kc md me mf

Veamos un ejemplo de la implicacion contraria:

1 -1 2
CalculamosA=/3 2 1 =14-6-6-24+1+21=36-36=0, entonces:
6 -1 7

Una fila debe ser combinacion lineal de las rest@nen efecto observamos que
f, =3f, +f,
Ademas una columna debe ser combinacion lineakd®, efectivamentes, = ¢, —c,
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El determinante de una matriz cuadrada es un detéetcombinaciones lineales en las
filas y columnas de la matriz. Si el determinargeero forzosamente a una fila (y una
columna) que es combinacioén lineal del resto.

10.- Si en un determinante sustituimos una linea i@ o columna) por una
combinacion lineal de ella misma y de una linea palela, el determinante queda
multiplicado por el coeficiente de la linea que stifuimos.

En este determinante vamos a sustituir la 22 fita p
3f, +5f,, es decir:f, - 3f, +5f,

Q Q o
> DO T
— = O

Obtenemos el determinante:

a b c | a b ¢ a b c a b c
3a+5d 3b+5e 3c+5f | =[3a 3b +/5d 5e 5f |=50d e f
g h [ g h i g h i g h i
=0 Smultiplica ala23
dosfilas proporciorales lﬂﬂﬁgﬁgﬂ?gcamera

11.- El determinante de un producto de dos matricess igual al producto de su$
determinantes:

AB| = |A[0B

—

esel 3ﬁterr0n;iﬂgr;ede esun prodgcto

de dc?smatrices dedosdeterminates

Vemos un ejemplo:

-1 3 3 317

Sean las matricesA=| 2 1 5|yB=|{1 0 1|,
3 17 2 31

Para calcular A[B
determinante,

, primero hacemos el producto de matrices y despaiéalamos el

-1 3 3Y(3 1 7 -3+3+6 -1+9 -7+3+3 6 8 -1
AB=|2 1 5/1 0 1|=| 6+1+10 2+15 14+1+5 |=|17 17 20
3 1 7){2 3 1 O+1+14 3+21 21+1+7 24 24 29
6 8 -1
\AEB\: 17 17 20/=607[29-1117[24+8[20[24+17[24-6[P0[24-817[P9=
24 24 29

= 2958-408+ 3840+ 408—-2880—-3944=6798-6824= —-26
—— ——
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Calculamos\ A\ [D B |, para ello calculamos los determinantes por sdpayadespués
multiplicamos los resultados:

-1 3 3

A= 2 1 5 =-2,segln se vio al explicar la propiedad 8.
3 17
317

B=/1 0 1 =13, segun se vio al explicar la propiedad 3.
2 31

Por tanto] A|[JB|=-2[13=-26.

Luego hemos comprobado con un ejemplo, que parmacemtuadradas, se verifica la
igualdad:| A(B|=| A|[IB|

Analogamente gA, B, C,...H son matrices cuadradas de orden n:

ABICL..[H =| A|/lIB|0IC |L..00H |.

Determinare Productadelosdeterminates
delproducto

El determinante de un producto de matrices cuadrada es el producto de lo$
determinantes.

¢ SiA es una matriz cuadrada, qué relacion existe entreA | y ‘ A" | ?
Usamos la propiedad anterior:

n-—factores
A" =| ADATALL.CA| = A|DA[DA|O.OA = A" A" =] Al

¢ Qué relacion existe entre el determinante de una atriz cuadrada y el
determinante de su matriz inversa?

Sea A una matriz cuadrada de orden n,A€asu matriz inversa:
~ A[A™ =1_ - tomando determinantes; ‘ ADA‘l‘ =1,/ =1.
—
| ApaT]

Hemos visto anteriormente que el determinante derasucto de matrices cuadradas es
el producto de los determinantes, por tantoé\DOCl ‘ =| Al ¢ A‘l‘ y que el

determinante de la matriz unidad es 1.

Por tantof A| DA™ =1
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Ejemplos:

siA:3—>A’1:;,si |3=—54A-1=-;,sic;=_§ﬁA—lz_fz5

3. Menor complementario y adjunto de un elemento.

Submatriz de una matriz.

SeaA una matriz cualquiera, una submatriz deA, es una matriz que se forma &
partir de los elementos de A, suprimiendo filas yalumnas:

-1 5 2
. -2 3 4
Ejemplos: SeaA=
-7 8
-8 1 9
-1 5
No es una submatri , ya que no se puede obtener d & 2
-2 4 3 (@
A tachando filas y columnas: 0 -7 8
-8 1 9
. -1 5 .
En cambio si es una submatriz 5> 3 ya que se obtieneal (-1 5 P
o -2 3 4
suprimir: f,, f, yc,
0——719
=8— 19

Menor de una matriz.

SeaA una matriz cualquiera, un menor deA, es un determinante de una submatriz
matriz cuadrada deA.

En la matriz anterior:

Los siguientes menores, son algunos menores de @rde
-1 5 -1 2 5 2 | -2 4 -1 2
-2 3/ /-2 4, '3 4, -8 9 |-8 9

Los siguientes menores, son todos los menoresdea GrdeA:
-1 5 2 |-152 |-1 5 2 |-2 3 4

-2 3 4, -23 4, 0 -7 8, 0 -7 8
o -78 -819 -8 1 9 -8 1 9
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Menor complementario de un elemento de una matrizuadrada.

SeaA una matriz cuadrada, el menor complementario del lemento a;, es el
menor que resulta al suprimir la filai y la columnaj:

Es decir se calcula el determinante de la submatrizresulta al suprimir la fila y la
columna donde se encuentra el elemento:

-1 4 3
Ejemplos: SeaA=| 5 -8 7
9 6 2
El menor dea,, =-1 es: - ; ya que en la matriz hay que
tachar la primera fila y la primera columna. 68 ;

El menor dea,; = 7es: ya que en la matriz hay que -1 4

tachar la segunda fila y la tercera columna.

El menor dea,, =-8 es:

3
5 ya que en la matriz hay que

tachar la segunda fila y la segunda columna.

-1 5
SeaB =
53

El adjunto deb,, =2 es 5, ya que en la matriz hay que tachar la seadunr 1

5
filay la primera columna. >3
El adjunto deb,, =3 es -1, ya que en la matriz hay que tachar fa.q t
segunda fila y la segunda columna. 2 3

Adjunto de un elemento de una matriz cuadrada.

Sea A una matriz cuadrada, se llama adjunto del elementoa; a su menor

i+]

complementario precedido del signo:(—l) . El adjunto del elemento a; se

representa por A, .
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Ejemplos:

-1
SeaA=

(ST
N KO

2
3

212 4
A, es el adjunto del element, =4 - A, =(-1)""? #]3 NE -1f14-12)= -2,

el menor se obtiene al suprimiren A yc,.

=14 0
A,, es el adjunto del elementy, =3 — A, =(-1)"° #]1 4= +1[{16-0) =16,

4
el menor

se obtiene al suprimiren A, yc,.

-2 7
SeaB =
4

B,, es el adjunto del elemento, =4 ~ B, =(-1)"?7=-7, que se obtiene al
suprimir enB f, yc, y multiplicar por -1.

B,, es el adjunto del elementn, =6 - B,, = (-1)** [{-2) = +1{-2) = -2, que se
obtiene al suprimir eB f, yc, y multiplicar por +1.

37 -3 11

4 2 0 7
SeaC =

4 6 2 2

0O 4 6 5

C,, es el adjunto del elemento:

37 -3
c,=2-C,=(-2)*m4 2 0 |=-1{36-36+0-0-0-168 = +168.
04 6

El determinante se obtiene al suprimir en la magriz, yc, .
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4. Desarrollo de un determinante por los elementos de una linea.

Vamos a estudiar una nueva propiedad de los detenteis, que nos sera muy Util
cuando se trate de calcular determinantes de ondgor que 3.

12.- Un determinante se puede calcular multiplicanal los elementos de una linep
(fila 0 columna) por sus adjuntos y después sumandas resultados.

Ejemplos:

-1
Sea el determinanteA | =

S W N
P A~ W

2
2

Primero vamos a calculafA\ usando la Regla de Sarrus, y posteriormente

desarrollando por adjuntos en la 22 fila, por Wtidesarrollaremos por adjuntos en la 32
columna.

Primero usamos la regla de Sarrus:

-1 2 3
'Al=| 2 3 4/=-3+16-18-4=16-25=-9
2 01
_1 2 3 Cad;elem:;entujeIazafilas](imugplicaporsuadjfto2
Al=| 2 3 4|=02 3 4 = —2[2+3(-7) - 4(-4
A @#01@#21@#20 (-7) = 4(-4)
2 01 —

=2 =-1-6=-7 =4

=-4-21+16=-25+16=-9

Desarrollamos por ultimo por adjuntos en la 32 wwia:

cadaelementade la32columnasemultiplica por suadjunto

-12 3
2 3 _,-12 1-12
[Al=|2 3 4 _®3#2 064#2 0@1#2 3 =3(-6)-4(-4)+1-7)=
2 01 s e =-3-4=7

=-18+16-7=-25+16=-9

Este procedimiento es el que deberemos usar cuteryamos que calcular un
determinante de orden superior a 3.
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Tenemos que desarrollar por adjuntos, ¢Qué liseagemos? La que

w N~

~N o o
N

© N

10 1 9
tenga mas ceros, ya que asi nos evitamos operaci@@nosl|o:

La linea del determinante que tiene mas ceros 25dalumna, por tanto desarrollamos
por adjuntos en la 22 columna:

70 -3 4
7 -3 7 -3
40 4 7
s 7 o o “COMABOMA,E704 4 TEOMA,=-704 4 7
1 1 9 1 1 9
10 1 9

Por ello, s6lo hay que calcular un determinanterden 3:

7 0 -3 4
7 -3
40 4 7
=-7004 4 7=-7252+16-21-16-49+108) =
37 6 9
1 1 9
10 1 9

- 70{252+16-21-16-49+108) = -7 [{360- 70) = =7 [290= -2030

31 -13

1 4 - . N . , ,

0 3 Primero nos fijamos en la linea que tiene massc@®la 42 fila.
2 0 0 2

El determinante lo vamos a hacer de dos formas:
12 forma:desarrollando por adjuntos en la 42 fila, recuerda

31 -13
L4 1 4 1 -13 31 -1
4 -1 4($201 4 -1|=
03 2 5 2 ®
3 2 5 03 2
2 0 0 2
- 2(-5+24-12+9-8+20)+2(24-3+9-2) = —2(53- 25)+ 2(33-5) =
= -2[28+2[28=0
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22 forma:vamos a hacer “ceros en la tltima fila”

Para hacer ceros en la ultima fila operamos camuohs:

31 -1 3 31 -10
14 -14c -c,-c/1 4 -1 3
03 2 5 = 03 2 5
20 0 2 20 0 0

Hemos conseguido un nuevo cero en la 42fila, dakamos por adjuntos en esa fila,
tendremos que calcular sélo un determinante den@de

31-10
1 4 -1 3 1 -10
. H204 -1 3/ =-2[{-5-9-6+20)=-2(-20+20)=0
3 2 5
2 0 0
Importante:

Hasta ahora hemos hecho ceros:

1°) Para resolver sistemas de ecuaciones lineales.
2°) Para calcular el rango de una matriz.
3°) Para facilitar el calculo de determinantes.

Este ultimo caso, es diferente de los dos anteristetenemos que tener en cuenta
estas indicaciones:

* tenemos que tener en cuenta: la Propiedad 10.- $&n un determinante
sustituimos una linea (fila o columna) por una combacion lineal de ella misma vy
de una linea paralela, el determinante queda multigcado por el coeficiente de |3
linea que sustituimos.

* Nos interesan filas con ceros y con unos.

* Para hacer ceros en columnas opero con filas y mahacer ceros en filas trabajo
con columnas.

* Si deseo, por comodidad hacer ceros siempre enlwmna, como lo hemos hech¢
hasta ahora, basta tener en cuenta la Propiedad M = ‘At‘ :

64



7 41 9
2 0 6 3
E 1 6 Vamos a hacer ceros en la 22 columna, lo vamas kacdos formas:
-1 7 2 8

12 forma dejamos fija la 12 fila y operamos coa plra hacer ceros en las demas:

|7 41 9]da Para hacer cero “1":f, -~ —4f,+f,, pero por la
2 063 propiedad 10, al multiplicar la fila 32 por (-4)] e
5 1611 determinante ha quedado multiplicado por (-4), taato
-1 3@ 2 8 para que el determinante no varie debemos diviginio
-4
hacemos ceros 4)
7 41 9] 7 4 1 9 |
2 06 3 1 2 0 6 3
5 1 6 11|f, - -4f,+f, -4[-13 0 -23 -35
-17 2 8 -1 7 2 8
Para hacer cero el “7” usando la primera fila:
7 4 1 9 | f, — —4f, +7f,, como he multiplicado por (-4) la
1 2 0 6 3 fila que sustituyo, el determinante lo tengo que
-41-13 0 -23 -35 dividir por (-4)
-1 7 2 8
7 4 1 9| 7 4 1 9 |
2 0 6 3 2
i :igi 0 6 3 =
-41-13 0 -23 -35 -4 -41-13 0 -23 -35
-1 7 2 8 |f, - —4f, +7f1, 53 0 -1 31

Desarrollando por adjuntos en la 22 columna, resuos la regla de los signos:

2 6 3
116EQ—4) -13 -23 -35 :_41(—1426+ 39-11130+3657- 70+ 2418 =
53 -1 31

-1

A (6114-12629 = _41 [{-6512) =1628
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22 forma dejamos fija la

32 fila, que es donderterseel “1” y operamos con ella para

hacer ceros en las demas:

7 4109
2 06 3
5 1 6 11|&fja
-17 2 8

7B

hacemos ceros

7 41 9lf -
2 06 3
5 1 6 11
-17 2 8

Para hacer cero “4”f, - f,—4f, como la fila que

hemos sustituidcﬁfl) no la hemos multiplicado por ningun
namero el determinante no varia:

f,-4f, |-13 0 -23 -35
2 0o 6 3
5 1 6 11

-1 7 2 8

Para hacer cero “7"f, - f,—7f,, como la fila que hemos sustituic(d4) no la
hemos multiplicado por ningdn namero el determieartt varia:

-13 0 -23 -35 -13 0 -23 -35
2 0 6 3 | 2 0 6 3

5 1 6 11 ' 5 1 6 11|
-1 7 2 8 f,-f,-7f, | -36 0 -40 -69

Ahora desarrollamos por adjuntos en la 32 columatardando la regla de los signos:

-13 0 -23 -35
2 0 6 3

[l 5 1 6 11

-13 -23 -35
|— =10 2 6 3 |= —1(5382+ 2800+ 2484- 7560-1560- 3174)
-36 -40 -69

-36 0 -40 -69

= -1(10666-12294 = -1(~1628 = 1628

En resumen:

Si hacemos la sustitucion f, — af, +bf_, tenemos que dividir por a el

determinante.

Si hacemos la sustitucio

nf, - f, +bf, el determinante no varia
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Ejemplo:

3 -5 2 2| Nos interesa una linea que tenga ceros y unosjrgleda fila
4 7 8 2 cuarta, tendremos que hacer ceros en esta filatroesestamos
15 31 acostumbrados a hacer ceros en columna, para attmss a
5 10 6 calcular el determinante de la matriz transpuestgue: A = A'

3 -5 2 2 3 4 1 5f - f -5f, 28 -31 -24 O

4 7 827 -5 7 5 1] -5 7 5 1

1 5 31 2 8 3 0 2 8 3 0

5 1 0 6 2 27 12 6 f, - f,—6f, 32 -15 -18 Q

Desarrollamos por adjuntos en la cuarta columnaenelo en cuenta la regla de los
signos:

28 -31 -24 0O
-5 7 5 1] 28 =31 -24 podemos sacar factor comdn “3” en la
> 8 3 0 =+112 8 3 tercera columna y factor comun “2”
32 -15 -18| enlaprimera:

32 -15 -18 O

14 -31 -8
=201 8 1 |=6(-672+120-496+1024+210-186)=6(1354-1354)=0

16 -15 -6

Observaciones:

D

1°) El determinante de una matriz diagonal es el @ducto de los elementos qu
estan en la diagonal principal.

Si la matriz es cuadrada de orden 2:
a o0

0 b

—aD-00=ab

Si la matriz es cuadrada de orden 3:
a 0 o0

0| =abc Usamos la regla de Sarrus.
c

0 b
00
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Si la matriz es cuadrada de orden 4:

a 0o00@o0
b 0 0
0 b . ,
=all0 ¢ 0| Hemos desarrollado por adjuntos en la 12 filama@o
0 0c O
0 0d
0O 00U
a 000 0
b 00 0O b 0O
O ¢c 0 =bcd - =abcd y asi sucesivamente:
0 0c O
00d
0 000U
a 00@O0@
0O b O0OO
0 0 c O O|=abcde
0 00dO
0O 00 0 e

2°) Seal, la matriz unidad de ordenn, su determinante vale 1, I, | =1.

1 000

:1,

‘|2‘= Is‘

01

o o P

o+ O

Fr O O
I
=

10
01
00

ya que se son matrices diagonales.

5. Calculo de la matriz inversa.

Sea A una matriz cuadrada de ordenn, con determinante no nqu(W#O),
1

A

entonces la matriz A tiene inversa y viene dada pda formula: A™ Adj(A)".

Representamos pokdj(A) a la matriz que resulta al sustituir &cada elemento por su
adjunto.

Si A es una matriz cuadrada de orden 2 con detantemo nulo:

Az(au auJﬁA_lzl Ay %Jt
a ay ‘N Ay Ay

Si A es una matriz cuadrada de orden 3 con detamtemo nulo:
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a, a, a, L (A A As)
A= Ay Ay Ay _,A‘1:A4 A21 Azz A23

a31 a32 a33 A31 A32 A33

Si el determinante de una matriz cuadrada es cer@ntonces la matriz no tiene
inversa

Ejemplos

-1 4 .
Dada A= , calcularA™.
2 3

Primero se calculgd, ya que siA =0 entonces la matriz no tiene inversa.

-1
2

A=

j =-3-8=-11#0 - la matrizA tiene inversa.

Calculamos la matriz adjuntadj(A)

A, =+3 A,=-2 . (3 =2 R A
Ap==d A, =HD=-1 *AO“(A)‘(—4 —1}*’*‘“(’” _(—2 -J

-3 4
-4
Por tantoA™ = Ad (A)' = L 1} :[ 41 éﬂ que es la inversa de

A -11 204

Podemos comprobar si efectivamente es la invensa g calculamosAlA™ , nos

10

tiene que salir la matriz unidad de orden 2= (O 1}.
i

AR = ( J[E 3 /J: 1% 1& éLl %1 _[}/1 J{l Oj

k) | 7848 Hhy 01

11 11 11 11

1 -1 -1
DadaA=|-1 0 3 | calculamosA™.
-2 5 -3
1 -1 -1
Antes que nada calculamos el determinantet 0 3 |=+5+6+3-15=-1%#0
-2 5 -3
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_Jo 3] _ -1 o3 _ _ -1 0/
Au=4 o ,=-15 Ma= _, 5= B+E)=-8 | Aj=4 O =5
T ~ 1 -1 _ T
A== o 5 = B8)= | A,= S, g =8m2= | Ax=T ) = (5-2)=-3
=-8 _5
_ -1 T T
Au=H o 4]=8 Ap=o ) g = B)=2 | A=e T =t
-15 -9 -5 -15 -8 -3
Por tanto la matriZAdj(A)=| -8 -5 -3| - Adj(A)'=| -9 -5 -2
-3 -2 -1 -5 -3 -1

Aplicando la formula de la inversa:

. . -15 -8 -3) (15 8 3
A‘lzwAdj(A)t:1 -9 -5 -2|=]9 5 2
-5 -3 -1 5 3 1

Comprobamos que efectivamente es la inversa, fareagdculamosA[ A™

15-9-5 8-5-3 3-2-1

8 3
-1 0 3 9 5 2|= -15+15 -8+9 -3+3 =
-2 5 -3)({5 31 -30+45-15 -16+25-9 -6+10-3
1 00
010
0 01

6. Calculo del rango de una matriz usando determina  ntes.

En esta pregunta vamos a dar otro procedimienta phcélculo del rango de una
matriz, lo vamos hacer usando determinantes.

Recordamos que el rango de una matriz es el nudeefitas o columnas linealmente
independientes, es decir que no son combinaciéallin

Antes que nada, recordamos la propiedad 9 de tesi@antes:

174

9.- Si un determinante tiene una linea (fila o colana) que es combinacién lineal d¢
otras lineas paralelas, el determinante es cero, también reciprocamente si e
determinante de una matriz es cero entonces una dil (y una columna) es
combinacion lineal de las demas.

Es decir:
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El determinante de una matriz cuadrada es un detegt de combinaciones lineale$
en las filas y columnas de la matriz. Si el detaante es cero forzosamente una filg

una columna) del determinante es combinacién lidelatesto.

L (Y

SiendoA una matriz cuadrada:

Si|A=0 -

Si|A%0 o

Una fila (y una columna) es combinacion del restdas filas y las
columnas del determinante son linealmente dependitgs.

No existen combinaciones lineales entre las filag las columna) de
A, las filas y las columnas del determinante son nikalmente
independientes.

Observacion importante:

Si en una matriz un menor es distinto de cero, emaes las filas y columnas de |
matriz que forman el menor son linealmente independntes.

Ejemplos:

H a22 a23

8 8y, 83 8, a; Si # 0, entonces:

Q1 |8y By3| Ay Ay Az 8g

8y |85 Q3| Ay A * f,y f, son linealmente independientes.

8 8 3 8y Ag * ¢,y c; son linealmente independientes.

A 8z Fs3 Ay A Por tanto:rg(A) = 2, como maximorg(A) = 5

G % B Ay s si| % %40 entonces:

Ay 8y 8y Ay 8y a41 a44

Q| 8y 83 (A3 A * f,y f, sonlinealmente independientes.

Bar| Bz Bz |Bad Fus * ¢ y ¢, son linealmente independientes.

B B 85 o s Por tanto:rg(A) = 2 como maximorg(A) = 5

a, A, A Ay Ay (%2 8

Ay 8y 8y 8y 8y Sija, a; a4, #0

A |83 833 8y By ds, dgg Adg,

B (B Bz Buq Fss * f,,f,y f. sonlinealmente independientes.

a, a, . . .

% P % G4 G * c,,C ¥ ¢, son linealmente independientes.

Por tanto:rg(A) = 3 como maximorg(A) = 5
a, ay a, a

y A, 3 Ay G =B s

a21 a'22 a'23 a'24 a'25 Sl 231 233 234 235 ¢O

a31 a32 a33 a34 a35 “ * a44 %

41 a42 a43 a44 a45 aSl a53 > a55 . . .
* f,,f,,f,y f; son linealmente independientes.

a51 a52 a53 a54 a55

* ¢,,C,,C, Y C; son linealmente independientes.
Por tanto:rg(A) = 4 como maximorg(A) = 5
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Q; d, dy A, A
a21 a22 a23 a24 a25
Si|ay @3 @y 8 a5 |#0
a41 a42 a43 a44 a45

a a51 a52 a53 a54 a55
91 3 83 s s Todas las fila son linealmente independientes gg0d
las columnas también, aseguramos oEd) =5

Es falso que si un menor es cero, las filas y colmas de la matriz que forman el
menor sean combinacion lineal.

. 1 000 1
Ejemplo: A:( j

3000 -

3 =0 solo podemos deducir que las dos filas |del

menor (L 0) y (3 0) son combinacién lineal una de
otra. No podemos deducir nada sobre las filas dealaiz,
esdecirsobrel 0 0 0 )y(3 0 0 0 -1).

1

1 0 00 1
3 000 -

Vemos algunos resultados que nos serviran paralaakl rango de una matriz usando
determinantes:

&, &, Q3 ay
1°) SeaA=|a, @, &, ay
85 93 Q3 Ay

Si todos los menores de 2° orden que pueda hacéa @3 fila orlando al element,

son todos nulos, entonces la 22 fila es combindai@al de la primera y la podemps
suprimir para calcular el rango.

A, &5 A, a,, a, a, a; [ay
Ay B3 By 8y, |84 ay a,, Ay Ay
a3

A3 43 dg3 Ay 2 OG33 dgy A 83 Q3 8y
G 0 y ademéas— G s 0 y ademas— G Gl 0
a21 a22 a21 a23 aZl a24

En este casd, es combinacion lineal dé, .
Basta con que uno de los menores anteriores saatalide cero para que las filas sean

linealmente independientes (no son ct)rg(A) =2 ya que al menos hay dos filas
linealmente independientes.
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a; a4,
a'21 a22

& 8
a21 a23

a; ay

a'21 a24

Si 20,0 £00 #0 - f,y f,sonindep- rg(A)=2

gu A,
21 a'22
orlando con la 32 fila son todos nulos, entontggs combinacion lineal dé y f,.

Supongamos qu # 0 y todos los menores de tercer orden que podeawss h

ail a12 a13 a14 a14
a'21 a'22 a23 a'24 a24
Q31 Q5[ 8s3]| s A3

a:I.l a12 a13 all a:I.2 a14

a, a, a, =0yademas— a, a, a, =0

83 8y g A 8y 8y

En este casd, es combinacion lineal dé y f,, y como f, y f, son independientes,
A,

a21 a22

ya que Z0 - rg(A) =2

G % % A N Independientes
8 8y 3 8y |~ - rg(A) =2

d; 83, 8,3 85, )— Comb. lineal def,y f,

Para calcular el rango usando menores:

* Seleccionar un menor de orden 2 no nulo (si estw es posible- rg(A) =1,y ya
hemos acabado)

* Calcular los menores de orden 3 que se pueden foar orlando el menor anterior
con los elementos de una fila, se pueden dar doseos:

- Encuentro un menor de orden 3 no nulo. & rg(A) = 3) En este caso se pasala
orlar con los elementos de otra fila y calcular lomenores de orden 4.

- Todos los menores de orden 3 que se forman al arlel menor de orden 2 con |os
elementos de la fila son nulos, entonces la fila @@mbinacion lineal de las filas que
forman el menor y por tanto la podemos suprimir, pgamos a orlar el menor deg
orden 2 con los elementos de otra fila.

Y asi sucesivamente hasta que no me quede ninguiia.f
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Ejemplos:

1) Calcular usando menores el rango de la makrz

-1 3 0 1 2

5 1 2 3
-3 -1 -2 -10
3 11 4 5 6

Primero buscamos un menor de orden 2 no nulo:

-1 31 0 1 2
O 5 1 2 3
-3 -1 -2 -10
3 11 4 5 6

-1 3
0 5
independientes. rg(A) =2

=-5#0 -~ Las dos primeras filas sc

Orlamos el menor con los elementos de la 32 Gillkhacemos ordenadamente:

-1 3|10 1 2
O 5|1 2 3
|—3 —1| -2/ -1 0

3 11 4 5 6

-1 3 O

0O 5 1 =10-9-1=0, como sale igual a

-3 -1 -2
cero orlamos con la 32 fila y 42 columna:

-1 3] 0|12
0 5 1 3
-3 -1 -2]=1 0
3 11 4 5 6

-1 3 1
0 5 2 =5-18+15-2=20-20=0, como
-3 -1 -1
sale igual a cero seguimos orlando con la 32 fi&#
columna:

-1 3] 0 1|2
0O 5[ 1 2|3

-3 -1 -2 -1]0

3 11 4 5 6

-1 3 2

0 5 3 =-27+30-3=0, también sale igual
-3 -1 0
cero. Como todos los posibles menores que p
formar al orlar el menor con los elementos de Ial&3

son todos nulos esto me indica que la fila 33
combinacion lineal de las filas que forman el merm

n

edo

es

decir de las dos primeras filas.

Por ello la podemos suprimir en el calculo del mang

Seguimos orlando nuestro menor con la cuarta fila:
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-1 3 0
B A 0 5 1/=-20+9+11=0, como salg
O 5|1 2 3 3 11 4
&ks cl. de . . .
<=3 =1=2-=1-0 |\a1ery igual a cero seguimos orlando con la 42 fila y
3 11/ (4| 5 6 42 columna:
1 3| o [1] 2 e
- 0 5 2|=-25+18-15+22=40-40=0,
O 5] 1 (2] 3 3 11 5
Eks cl. de i .
<=3 =1=2-=1-0 | g pery o como sale igual a cero seguimos orlando can la
3 11| 4 6 42 fila y 52 columna:
1 3/ 0o 12 el
0 5 3|=-30+27-30+33=60-60=0,
O 51 1 23 3 11 6

=3 =1 =2-=1-0 | - ” -
la19fy 24 también sale igual a cero. Como todos |los

4 5 @ posibles menores que puedo formar al orlar el
menor con los elementos de la 42 fila son tqdos

nulos esto me indica que la fila 42 también es
combinacion lineal de las filas que forman| el
menor es decir de las dos primeras filas.

Las dos primeras filas son independientes| ya
-1 31 0 1 2 que contienen un menor de orden 2 no nulg.

0O 51 1 2 3
=3 —1=2 <1 0|Eselde f, es comb. lineal dd, y f,.
4 114 & glesce | f.escomb. lineal dé,y f,.

la13fy 23f

Comorg(A) =numero de filas linealmente independientes, en®ongeA) = 2

1 0 0 -1
1 -12 0
2) Calcular el rango d€ =
0O 0 0 1
1 1 0 0
Primero partimos de un menor de orden 2 distintoete:
1 0
1 010 -1 =-1#£0 - como el menor es distinto de cero, las dos
1 -1 2 0 1 -1
00 0 1 primeras filas son linealmente independientesg(A) > . 2
1100 Orlamos este menor con la tercera fila: (32 fig# golumna)

75



1 olfo]-1y |/t OO
1 -1l 2l o 1 -1 2 =0, seguimos orlando con la 32 fila y 42 columna:
o ool 2| |°% 090
1 1 0 O
1 oo [ 10 -1
1 -1 2 lo 1 -1 0 |= Desarrollando por adjuntos en la tercera fila
o laf |®° ¢
1 0
1 1 0 0 =+1#]1 J=+1(—1)=—1¢0_> las tres primeras filas son
linealmente independientes ya que se puede formaramor de
orden 3 no nulo,—~ rg(A) =3, orlamos este menor de orden 3
con la 42 fila.
_ 1 -12 0 .
1 -1j|2]|0 = Desarrollamos por adjuntos en la tercera
oflal) 1000
[ 1]lol[o] 1100
1 0 O
fila =-1001 -1 2|=Desarrollamos por adjuntos en |la
1 1 0
-1 2
primera flla——l[ﬂ+1#] . =-1[{-2)=2#0

Como tenemos un menor de orden 4 no nulo, estodieai que las filas que forman el
menor son independientes, por tangdA) = . 4

2 -2 4 1 -1
Calcularelrangod€=|{1 3 2 0 -1
5 -1 10 2 -3

Seleccionamos un menor de orden dos no nulo:

2 -2
2 -2 4 1 -1 L 3 =6+2=8#0 - como el menor es distinto de
1 32 0 -1 . . .
cero, las dos primeras filas son linealmgnte
5 -1 10 2 -3 independientes- rg(C) > 2

Orlamos este menor con la tercera fila: (32 fileéB3y
columna)
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2 -2 4

2 -2
1 3 1 3 2/=60-4-20-60+4+20=0, como sale
5 -1 5 -1 10
igual a cero seguimos orlando con la 32 fila y| 42
columna:
5 —> 2 -2 1
1 3 1 3 0/ =12-1-15+4=16-16=0, como sale
w0l2|-3) | > 2 |
igual a cero seguimos orlando con la 32 fila y| 52
columna:
5 —> 2 -2 -1
1 3 1 3 -1/=-18+1+10+15-2-6=26-26=0,
=1 5 -1 -3
como sale igual a cero, y no podemos seguir orlando
deducimos que la fila 32 es combinacién linealagedios
primeras: f, es combinacion lineal dé y f,.
Por tanto:
Como el rango es el numero de filag o
2 -2 f,yf,son columnas linealmente independientes,
1 3 independientes. | concluimos:rg(C) =2
S5~3"36—2—3 f, es comb. lineal

def,yf,

Una vez realizados los ejercicios anteriores, padeafirmar:

El rango de una matriz es el orden del menor de may orden no nulo.

Por lo general: cuando tenemos que estudiar el rangde una matriz en la que
aparecen parametrosa, b, c,...m, n,...,es preferible calcular el rango usandc
determinantes, a usar el método de Gauss.
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