
 52 

Unidad 3: DETERMINANTES. 

1. Definición de Determinante para matrices cuadrad as de orden 2 y 
de orden 3. 
 
Un determinante es un número que se le asocia a toda matriz cuadrada. 
 
Determinante de una matriz cuadrada de orden 2: 
 

21122211
2221

1211 aaaa
aa

aa
⋅−⋅=  

El es producto de los elementos que están en la 
diagonal principal menos el producto de los 
elementos que están en la diagonal secundaria. 

 
Ejemplos: 
a) 

1028187463
67

43
−=−=⋅−⋅=  

b) 213)2(2
113

12
2

13 −=+−=−⋅−⋅−=
−
−

 

c) 02424)6(4122
126

42
=+−=−⋅−⋅−=

−
−

 
d) 

1243
4

3 2 −=⋅−⋅= aaa
a

a
 

 
Determinante de una matriz cuadrada de orden 3. Regla de Sarrus: 
 
Los términos están formados por productos de tres elementos de la matriz, 
siguiendo esta regla: 
 

444444 8444444 7644444 844444 76 - delante

113223332112312213

 delante

312312133221332211

333231

232221

131211

aaaaaaaaaaaaaaaaaa

aaa

aaa

aaa

−−−++=
+

 

 
Ejemplos: 
 

a) 
( ) ( )

1681735091402450

012313475432511073

014

371

523

−=−=+−−−+=

=⋅⋅−−⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅−+⋅⋅+⋅⋅=
−

 

 

b) 
( )

77435453

143)1(11)1()5(114)5()1(113

11

111

543

+−=−+−++−=

=⋅⋅−⋅−⋅−⋅−⋅−−⋅⋅+−⋅−⋅+⋅−⋅=
−
−

−

aaa

aa

a
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Observaciones: 
 
* Un determinante es un número. 
* Los determinantes se escriben entre barras para diferenciarlos de las matrices. 
* Sólo tienen determinante las matrices cuadradas. 
* Las matrices que no son cuadradas no tienen determinante. 
* Cuando se desarrolla un determinante, en cada uno de los sumandos interviene 
un elemento de cada fila y un elemento de cada columna. 
 
 

2. Propiedades de los determinantes. 
 
Las siguientes propiedades se verifican para determinantes de cualquier orden, aunque 
en los ejemplo sólo vamos a trabajar con determinantes de orden 3. 
 
Cuando nos referimos a líneas de un determinante nos estamos refiriendo tanto a filas 
como a columnas. 
 
1.- El determinante de una matriz coincide con el determinante de su transpuesta:  

tAA =  

 
Es decir, si en un determinante cambiamos las filas por columnas el determinante no 
varía: 
 
Veamos la propiedad para determinantes de orden 2: 
 

t

t

AA

aaaa
aa

aa
A

aaaa
aa

aa
A

=→













⋅−⋅==

⋅−⋅==

12212211
2212

2111

21122211
2221

1211

 

 
 
2.- Si una matriz cuadrada tiene una fila o columna formada por ceros, su 
determinante es cero. 
 
Vemos un ejemplo: 
 

0801602907901760802

869

000

712 000000

=⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅=
====== 876876876876876876

 

 
Justificación: En cada sumando aparece un elemento de cada fila y un elemento de cada 
columna, por ello si una línea (fila o columna) está formada por ceros, en todos los 
sumandos aparecerá un cero, ya que en todos los sumandos aparecerá un elemento de 
esa línea. 
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3.- Si se permutan dos líneas paralelas entre sí el determinante cambia de signo. 
 
Vemos un ejemplo: 

1310231902210

132

101

713

=−=−−−++=  

 
Permutamos las dos primeras filas: 
 

1323100212091

132

713

101

−=−=−−−++=  

 
Justificación: En el desarrollo se obtienen los mismos sumandos pero con distinto signo. 
 
4.- Si una matriz cuadrada tiene dos líneas paralelas iguales, el determinante es 
cero. 
 
Vemos un ejemplo: 
 

036377633363)7(7633

131

713

713

=−−+−+=−−−−−+=
−

 

 
Justificación: Si la matriz A tiene dos líneas iguales, al permutarlas se vuelve a obtener 
la matriz A, pero el determinante cambia de signo: 
 

0020 =→=⋅→=+→−= AAAAAA  

 
5.- Si multiplicamos por un mismo número todos los elementos de una línea (fila o 
columna) de una matriz cuadrada, su determinante queda multiplicado por ese 
mismo número. 
 
Vemos un ejemplo: 
 

2565864575429645)7(5429

331

512

713

=−=−−+−+=−−−−−+=
−
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Multiplicamos por k, por ejemplo, la tercera columna: 
 

( )

( ) kk

kkkkkkk

k

k

k

25658

64575429645)7(5429

331

512

713

=−=

=−−+−+=−−−−−+=
−

 

 
Se obtienen los mismos sumandos multiplicados por k, por tanto se puede sacar factor 
común. 
 
Justificación: como en todos los sumandos interviene un elemento de cada fila y cada 
columna, en todos los sumandos aparece un elemento multiplicado por k, y por tanto 
todos los sumandos aparecen multiplicados por k. 
 
6.- Si un determinante tiene dos filas o columnas proporcionales el determinante 
vale cero: 
 
En el siguiente determinante son proporcionales la primera y la tercera fila, vemos que 
es cero usando las dos propiedades anteriores. 
 

00

713

512

713

73

512

713
45

=⋅=
−

−
⋅=

−

−
kk

kkk

PP

 

 
7.- Si en un determinante una línea (fila o columna) está descompuesta en sumas, 
podemos descomponer el determinante en suma de determinantes: 
 

333231

131211

333231

131211

333231

131211

aaa

fdb

aaa

aaa

eca

aaa

aaa

fedcba

aaa

+=+++  

 
8.- Si a una línea le sumamos otra línea paralela multiplicada por una constante, el 
determinante no varía: 
 
Vemos un ejemplo: 
 

258564259456742)5(94567

713

512

331

−=−=−+−++−=−−−−++−=
−

 

 
A la tercera fila le sumamos la primera fila multiplicada por 3: 133 3 fff +→  

 



 56 

21121109650601696)50(006016

16100

512

331

−=−=−++−=−−−−++−=
−

 

 
El valor del determinante no ha variado. 
 
Veamos esta propiedad con “letras” 
 

Sea el determinante: 

ihg

fed

cba

, a la 1ª fila le sumamos la segunda multiplicada por k, 

es decir: 211 fkff ⋅+→ , vemos que el determinante no varía: 
 

ihg

fed

cba

ihg

fed

kfkekd

ihg

fed

cba

ihg

fed

kfckebkda
P

=+=
+++

44 844 76 alesproporcion filas dos

cero a igual es

7

 

 
9.- Si un determinante tiene una línea (fila o columna) que es combinación lineal de 
otras líneas paralelas, el determinante es cero, y también recíprocamente si el 
determinante de una matriz es cero entonces una fila (y una columna) es 
combinación lineal de las demás. 
 
Supongamos que la tercera fila es combinación lineal de la primera y segunda fila: 
 

213 fmfkf ⋅+⋅=  

000

  terceralay  segunda la

alesproporcionson  filas dos

escero

  terceralay  primera la

alesproporcionson  filas dos

escero

7

=+=+=
+++

44 844 7644 844 76

mfmemd

fed

cba

kckbka

fed

cba

mfkcmekbmdka

fed

cba
P

 

 
Veamos un ejemplo de la implicación contraria: 
 

Calculamos 03636211246614

716

123

211

=−=++−−−=
−

−
=A , entonces: 

 
Una fila debe ser combinación lineal de las restantes, en efecto observamos que 

213 3 fff +=  

Además una columna debe ser combinación lineal del resto, efectivamente: 213 ccc −=  
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El determinante de una matriz cuadrada es un detector de combinaciones lineales en las 
filas y columnas de la matriz. Si el determinante es cero forzosamente a una fila (y una 
columna) que es combinación lineal del resto. 
 
10.- Si en un determinante sustituimos una línea (fila o columna) por una 
combinación lineal de ella misma y de una línea paralela, el determinante queda 
multiplicado por el coeficiente de la línea que sustituimos. 
 

ihg

fed

cba

 

En este determinante vamos a sustituir la 2ª fila por 

21 53 ff + , es decir: 212 53 fff +→   

 
Obtenemos el determinante: 

ihg

fed

cba

ihg

fed

cba

ihg

cba

cba

ihg

fcebda

cba
P

⋅=+=+++

=

5555333535353

ndomultiplica
 fuerasacar  podemos lo

f2ª la a multiplica 5

alesproporcion filas dos

0

7

44 344 214434421

 

  
11.- El determinante de un producto de dos matrices es igual al producto de sus 
determinantes: 

43421321

tesdeterminan dos de

productoun  es

matrices dos de
productoun 

 de tedeterminan el es

BABA ⋅=⋅  

Vemos un ejemplo: 
 

Sean las matrices: 














 −
=

713

512

331

A  y 
















=
132

101

713

B , 

Para calcular BA ⋅ , primero hacemos el producto de matrices y después calculamos el 

determinante, 
 















 −
=

















+++++
+++++
++−+−++−

=
















⋅














−
=⋅

292424

201717

186

71212131419

51141521016

33791633

132

101

713

713

512

331

BA  

 

{ 26682467983944288040838404082958

29178242062417242082417129176

292424

201717

186

−=−=−−++−=

=⋅⋅−⋅⋅−⋅+⋅⋅+⋅⋅−⋅⋅=
−

=⋅

321

BA
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Calculamos BA ⋅ , para ello calculamos los determinantes por separado y después 

multiplicamos los resultados: 
 

2

713

512

331

−=
−

=A , según se vio al explicar la propiedad 8. 

13

132

101

713

==B , según se vio al explicar la propiedad 3. 

 
Por tanto: 26132 −=⋅−=⋅ BA . 

 
Luego hemos comprobado con un ejemplo, que para matrices cuadradas, se verifica la 
igualdad: BABA ⋅=⋅  

 
Análogamente si A, B, C,…H son matrices cuadradas de orden n:  
 

4444 34444 21
K

44 344 21
K

tesdeterminan los de Producto
producto del

 teDeterminan

HCBAHCBA ⋅⋅⋅⋅=⋅⋅⋅⋅ . 

El determinante de un producto de matrices cuadradas es el producto de los 
determinantes. 
 

¿Si A es una matriz cuadrada, qué relación existe entre A  y nA ? 

 
Usamos la propiedad anterior: 

n

factoresn

n AAAAAAAAAA =⋅⋅⋅⋅=⋅⋅⋅⋅=
− 4444 84444 76

KK →
nn AA =   

 
¿Qué relación existe entre el determinante de una matriz cuadrada y el 
determinante de su matriz inversa? 
 
Sea A una matriz cuadrada de orden n, sea 1−A  su matriz inversa: 
 

→=⋅→ −
nIAA 1  tomando determinantes: 1

1

1 ==⋅→
−⋅

−
n

AA

IAA
43421

. 

 
Hemos visto anteriormente que el determinante de un producto de matrices cuadradas es 

el producto de los determinantes, por tanto: 11 −− ⋅=⋅ AAAA  y que el 

determinante de la matriz unidad es 1. 
 

Por tanto: 11 =⋅ −AA  
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Ejemplos: 
 

si 
3

1
3 1 =→= −AA , si 

5

1
5 1 −=→−= −AB , si 

2

3

3

2 1 −=→−= −AC  

 

3. Menor complementario y adjunto de un elemento.  
 
Submatriz de una matriz. 
 
Sea A una matriz cualquiera, una submatriz de A, es una matriz que se forma a 
partir de los elementos de A, suprimiendo filas y columnas: 
 

Ejemplos: Sea 





















−
−

−
−

=

918

870

432

251

A  

 

No es una submatriz 








−
−

42

51
 , ya que no se puede obtener de 

A tachando filas y columnas: 




















−
−

−
−

918

870

432

251

 

En cambio si es una submatriz 








−
−

32

51
 ya que se obtiene al 

suprimir: 343 cy   , ff  





















−
−

−
−

918

870

432

251

 
 
Menor de una matriz. 
 
Sea A una matriz cualquiera, un menor de A, es un determinante de una submatriz 
matriz cuadrada de A.  
 
En la matriz anterior: 
 
Los siguientes menores, son algunos menores de orden 2: 

32

51

−
−

, 
42

21

−
−

, 
43

25
, 

98

42

−
−

, 
98

21

−
−

,… 

 
Los siguientes menores, son todos los menores de orden 3 de A: 

870

432

251

−
−
−

, 

918

432

251

−
−
−

, 

918

870

251

−
−

−
, 

918

870

432

−
−

−
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Menor complementario de un elemento de una matriz cuadrada. 
 

Sea A una matriz cuadrada, el menor complementario del elemento ija , es el 

menor que resulta al suprimir la fila i y la columna j: 
 
Es decir se calcula el determinante de la submatriz que resulta al suprimir la fila y la 
columna donde se encuentra el elemento: 
 

Ejemplos: Sea 
















−
−

=
269

785

341

A  

El menor de 111 −=a  es: 
26

78−
 ya que en la matriz hay que 

tachar la primera fila y la primera columna. 















−
−

269

785

341

 

El menor de 723 =a  es: 
69

41−
 ya que en la matriz hay que 

tachar la segunda fila y la tercera columna. 















−
−

269

785

341

 

El menor de 822 −=a  es: 
29

31−
 ya que en la matriz hay que 

tachar la segunda fila y la segunda columna. 















−
−

269

785

341

 
 

Sea 






−
=

32

51
B  

 
El adjunto de 221 =b  es 5, ya que en la matriz hay que tachar la segunda 
fila y la primera columna. 







−
32

51

 
El adjunto de 322 =b  es -1, ya que en la matriz hay que tachar la 
segunda fila y la segunda columna. 







−
32

51

 
 
Adjunto de un elemento de una matriz cuadrada. 
 

Sea A una matriz cuadrada, se llama adjunto del elemento ija  a su menor 

complementario precedido del signo: ( ) ji+−1 . El adjunto del elemento ija  se 

representa por ijA . 

 
 
 
 



 61 

Ejemplos: 
 

Sea 














−
=

713

412

041

A . 

 

12A  es el adjunto del elemento ( ) ( ) 212141
73

42
14 21

1212 −=−⋅−=⋅−=→= +Aa , 

el menor 
73

42
 se obtiene al suprimir en A 21 y  cf . 

 

31A  es el adjunto del elemento ( ) ( ) 160161
41

04
13 31

3131 =−⋅+=⋅−=→= +Aa , 

el menor 
41

04
 se obtiene al suprimir en A 13 y  cf . 

 

Sea 






−
=

64

72
B  

 

21B  es el adjunto del elemento ( ) 7714 21
2121 −=⋅−=→= +Bb ,  que se obtiene al 

suprimir en B 12 y  cf  y multiplicar por -1. 
 

22B  es el adjunto del elemento ( ) ( ) 221)2(16 22
2222 −=−⋅+=−⋅−=→= +Bb ,  que se 

obtiene al suprimir en B 22 y  cf  y multiplicar por +1. 
 

Sea 



















 −

=

5640

2264

7024

11373

C  

 

34C  es el adjunto del elemento: 

( ) ( ) 16816800036361

640

024

373

12 43
3434 +=−−−+−⋅−=

−
⋅−=→= +Cc . 

El determinante se obtiene al suprimir en la matriz C 43 y  cf . 
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4. Desarrollo de un determinante por los elementos de una línea. 
 
Vamos a estudiar una nueva propiedad de los determinantes, que nos será muy útil 
cuando se trate de calcular determinantes de orden mayor que 3. 
 
 
12.- Un determinante se puede calcular multiplicando los elementos de una línea 
(fila o columna) por sus adjuntos y después sumando los resultados. 
 
Ejemplos: 
 

Sea el determinante: 

102

432

321−
=A . 

 
Primero vamos a calcular A  usando la Regla de Sarrus, y posteriormente 

desarrollando por adjuntos en la 2ª fila, por último desarrollaremos por adjuntos en la 3ª 
columna. 
 
Primero usamos la regla de Sarrus: 

92516418163

102

432

321

−=−=−−+−=
−

=A  

9162516214

)4(4)7(322
02

21
4

12

31
3

10

32
2

102

432

321
adjuntosu por  multiplica se fila 2ª la de elemento Cada

47612

−=+−=+−−=

−−−+⋅−=
−

⋅−
−

⋅+⋅−=
−

=

−=−=−−==

4444444 84444444 76

4342143421321

A

 
Desarrollamos por último por adjuntos en la 3ª columna: 
 
 

( ) ( ) ( )

9162571618

714463
32

21
1

02

21
4

02

32
3

102

432

321
adjuntosu por  multiplica se columna 3ª la de elemento cada

74346

−=+−=−+−=

=−+−−−=
−

⋅+
−

⋅−⋅+=
−

=

−=−−=−=−=

4444444 84444444 76

4342143421321

A

 
Este procedimiento es el que deberemos usar cuando tengamos que calcular un 
determinante de orden superior a 3. 
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9101

9673

7404

4307 −

 Tenemos que desarrollar por adjuntos, ¿Qué línea escogemos? La que 

tenga más ceros, ya que así nos evitamos operaciones, veámoslo: 
 
La línea del determinante que tiene más ceros es la 2ª columna, por tanto desarrollamos 
por adjuntos en la 2ª columna: 

911

744

437

70

911

744

437

700

9101

9673

7404

4307

422212

−
⋅−=⋅+

−
⋅−⋅+⋅−=

−

AAA

 
Por ello, sólo hay que calcular un determinante de orden 3: 
 

( )

( ) ( ) 20302907703607108491621162527

108491621162527

911

744

437

7

9101

9673

7404

4307

−=⋅−=−⋅−=+−−−+⋅−

=+−−−+⋅−=
−

⋅−=

−

 

 
 

2002

5230

4141

3113

−
−

 Primero nos fijamos en la línea que tiene mas ceros: es la 4ª fila. 

 
El determinante lo vamos a hacer de dos formas: 
1ª forma: desarrollando por adjuntos en la 4ª fila, recuerda:  
 

( ) ( ) ( ) ( )
0282282

5332255322932422089122452

230

141

113

2

523

414

311

2

2002

5230

4141

3113

=⋅+⋅−=
=−+−−=−+−++−+−+−−

=−
−

⋅+−
−

⋅−=
−
−
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2ª forma: vamos a hacer “ceros en la última fila” 
 
Para hacer ceros en la última fila operamos con columnas: 
 

0002

5230

3141

0113

2002

5230

4141

3113

144 −
−

=
−→−

−
ccc

 

 
Hemos conseguido un nuevo cero en la 4ªfila, desarrollamos por adjuntos en esa fila, 
tendremos que calcular sólo un determinante de orden 3. 
 

( ) ( ) 020202206952

523

314

011

2

0002

5230

3141

0113

=+−−=+−−−⋅−=−
−

⋅−=
−
−

 
 
Importante: 
 
Hasta ahora hemos hecho ceros: 
 
1º) Para resolver sistemas de ecuaciones lineales. 
2º) Para calcular el rango de una matriz. 
3º) Para facilitar el cálculo de determinantes. 
 
Éste último caso, es diferente de los dos anteriores, tenemos que tener en cuenta 
estas indicaciones: 
 
* tenemos que tener en cuenta: la Propiedad 10.- Si en un determinante 
sustituimos una línea (fila o columna) por una combinación lineal de ella misma y 
de una línea paralela, el determinante queda multiplicado por el coeficiente de la 
línea que sustituimos. 
 
* Nos interesan filas con ceros y con unos. 
 
* Para hacer ceros en columnas opero con filas y para hacer ceros en filas trabajo 
con columnas. 
 
* Si deseo, por comodidad hacer ceros siempre en columna, como lo hemos hecho 
hasta ahora, basta tener en cuenta la Propiedad 1: tAA = . 
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8271

11615

3602

9147

−

 Vamos a hacer ceros en la 2ª columna, lo vamos hacer de dos formas: 

 
1ª forma dejamos fija la 1ª fila y operamos con ella para hacer ceros en las demás: 
 

8271

11615

3602

9147

−

�fija

�

hacemos ceros
 

 
Para hacer cero “1”: 133 4 fff +−→ , pero por la 

propiedad 10, al multiplicar la fila 3ª por (-4), el 
determinante ha quedado multiplicado por (-4), por tanto 
para que el determinante no varíe debemos dividirlo por 
(-4) 

 

8271

3523013

3602

9147

4

1
4

8271

11615

3602

9147

133

−
−−−

⋅
−

=
+−→

−
fff

 
 

8271

3523013

3602

9147

4

1

−
−−−

⋅
−

 

Para hacer cero el “7” usando la primera fila: 

144 74 fff +−→ , como he multiplicado por (-4) la 
fila que sustituyo, el determinante lo tengo que 
dividir por (-4) 

 

=

−
−−−

⋅
−

⋅
−

=

+−→−
−−−

⋅
−

311053

3523013

3602

9147

4

1

4

1

748271

3523013

3602

9147

4

1

144 fff

 
 
Desarrollando por adjuntos en la 2ª columna, recordamos la regla de los signos: 

( )

( ) ( ) 16286512
4

1
126266114

4

1

241870365711130391426
4

1

31153

352313

362

)4(
16

1

=−⋅−=−−

=+−+−+−−=
−

−−−⋅−⋅
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2ª forma dejamos fija la 3ª fila, que es donde tenemos el “1” y operamos con ella para 
hacer ceros en las demás: 
 

�fija

�

hacemos ceros

8271

11615

3602

9147

−

 

Para hacer cero “4”: 311 4 fff ⋅−→   como la fila que 

hemos sustituido ( )1f  no la hemos multiplicado por ningún 
número el determinante no varía: 

 

8271

11615

3602

35230134

8271

11615

3602

9147 311

−

−−−

=

−→

−

fff

 
 
Para hacer cero “7”, 344 7 fff −→ , como la fila que hemos sustituido ( )4f  no la 

hemos multiplicado por ningún número el determinante no varía:  
 

6940036

11615

3602

3523013

78271

11615

3602

3523013

344 −−−

−−−

=

−→−

−−−

fff

 
 
Ahora desarrollamos por adjuntos en la 3ª columna, recordando la regla de los signos: 
 

( )

( ) ( ) 16281628112294106661

3174156075602484280053821

694036

362

352313

1

6940036

11615

3602

3523013

=−−=−−=

−−−++−=
−−−

−−−
⋅−=

−−−

−−−

 
 
En resumen: 
 
Si hacemos la sustitución mnn bfaff +→ , tenemos que dividir por a el 
determinante. 
 
Si hacemos la sustitución mnn bfff +→ , el determinante no varía 
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Ejemplo: 

6015

12351

27874

2253 −

 

 
 
Nos interesa una línea que tenga ceros y unos, elegimos la fila 
cuarta, tendremos que hacer ceros en esta fila, nosotros estamos 
acostumbrados a hacer ceros en columna, para ello vamos a 

calcular el determinante de la matriz transpuesta ya que: tAA =  

 

=

−−

−
−−

=

−→

−→
−

=

−

0181532

0382

1575

0243128

6

5

612272

0382

1575

5143

6015

12351

27874

2253

244

211

fff

fff

 
 
Desarrollamos por adjuntos en la cuarta columna, teniendo en cuenta la regla de los 
signos: 

181532

382

243128

1

0181532

0382

1575

0243128

−−

−−
⋅+=

−−

−
−−

 

Podemos sacar factor común “3” en la 
tercera columna y factor común “2” 
en la primera: 

 

( ) ( ) 013541354618621010244961206726

61516

181

83114

32 =−=−++−+−=
−−

−−
⋅⋅=  

 
 
Observaciones: 
 
1º) El determinante de una matriz diagonal es el producto de los elementos que 
están en la diagonal principal. 
 
Si la matriz es cuadrada de orden 2: 

abba
b

a
=⋅−⋅= 00

0

0
 

 
Si la matriz es cuadrada de orden 3: 

abc

c

b

a

=
00

00

00

 Usamos la regla de Sarrus. 
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Si la matriz es cuadrada de orden 4: 

d

c

b

a

d

c

b

a

00

00

00

000

000

000

000

⋅=  Hemos desarrollado por adjuntos en la 1ª  fila, como 

abcd

d

c

b

a

bcd

d

c

b

=→=

000

000

000

000

00

00

00

 y así sucesivamente:  

abcde

e

d

c

b

a

=

0000

0000

0000

0000

0000

  

 
 

2º)  Sea nI  la matriz unidad de orden n, su determinante vale 1, 1=nI . 

1
10

01
2 ==I , 1

100

010

001

3 ==I , 1

1000

0100

0010

0001

4 ==I ,… 

 
ya que se son matrices diagonales. 
 

5. Cálculo de la matriz inversa. 
 

Sea A una matriz cuadrada de orden n, con determinante no nulo ( )0≠A , 

entonces la matriz A tiene inversa y viene dada por la fórmula: tAAdj
A

A )(
11 =− . 

 
Representamos por )(AAdj  a la matriz que resulta al sustituir en A cada elemento por su 
adjunto. 
 
Si A es una matriz cuadrada de orden 2 con determinante no nulo: 

t

AA

AA

A
A

aa

aa
A 








⋅=→








= −

2221

12111

2221

1211 1
 

 
Si A es una matriz cuadrada de orden 3 con determinante no nulo: 



 69 

t

AAA

AAA

AAA

A
A

aaa

aaa

aaa

A
















⋅=→
















= −

333231

232221

131211
1

333231

232221

131211
1

 

 
Si el determinante de una matriz cuadrada es cero, entonces la matriz no tiene 
inversa 
 
Ejemplos 
 

Dada 






−
=

32

41
A , calcular 1−A . 

Primero se calcula A , ya que si 0=A  entonces la matriz no tiene inversa. 

 

→≠−=−−=
−

= 01183
32

41
A  la matriz A tiene inversa. 

 
Calculamos la matriz adjunta: )(AAdj  
 

311 +=A  212 −=A  

421 −=A  1)1(22 −=−+=A  








−−
−

=→








−−
−

=→
12

43
)(

14

23
)( tAAdjAAdj  

 

Por tanto 












−
=









−−
−

⋅
−

==−

11
1

11
2

11
4

11
3

12

43

11

1
)(

11 tAAdj
A

A  que es la inversa de A 

 
Podemos comprobar si efectivamente es la inversa para ello calculamos 1−⋅ AA  , nos 

tiene que salir la matriz unidad de orden 2: 







=

10

01
2I . 









=














=

















++−

+−+
=













−
⋅






−
=⋅ −

10

01

11
110

011
11

11

3

11

8

11

6

11

6
11

4

11

4

11

8

11

3

11
1

11
2

11
4

11
3

32

411AA  

 

Dada 
















−−
−

−−
=

352

301

111

A  calculamos 1−A . 

 

Antes que nada calculamos el determinante: 0115365

352

301

111

≠−=−+++=
−−

−
−−
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15
35

30
11 −=

−
+=A  ( ) 963

32

31
12 −=+−=

−−
−

−=A  5
52

01
13 −=

−
−

+=A  

( )

8

53
35

11
21

−=

=+−=
−
−−

−=A  

5

23
32

11
22

−

=−−=
−−
−

+=A  
( ) 325

52

11
23 −=−−=

−
−

−=A  

3
30

11
31 −=

−−
+=A  ( ) 213

31

11
32 −=−−=

−
−

−=A  1
01

11
13 −=

−
−

+=A  

 

Por tanto la matriz 
















−−−
−−−
−−−

=→
















−−−
−−−
−−−

=
135

259

3815

)(

123

358

5915

)( tAAdjAAdj  

 
Aplicando la fórmula de la inversa: 

















=
















−−−
−−−
−−−

⋅
−

==−

135

259

3815

135

259

3815

1

1
)(

11 tAAdj
A

A  

 
Comprobamos que efectivamente es la inversa, para ello calculamos 1−⋅ AA  
 

















=
















−+−−+−−+−
+−+−+−
−−−−−−

=
















⋅
















−−
−

−−

100

010

001

310692516154530

33981515

1233585915

135

259

3815

352

301

111

 

 
  

6. Cálculo del rango de una matriz usando determina ntes. 
 
En esta pregunta vamos a dar otro procedimiento para el cálculo del rango de una 
matriz, lo vamos hacer usando determinantes. 
 
Recordamos que el rango de una matriz es el número de filas o columnas linealmente 
independientes, es decir que no son combinación lineal. 
 
Antes que nada, recordamos la propiedad 9 de los determinantes: 
 
9.- Si un determinante tiene una línea (fila o columna) que es combinación lineal de 
otras líneas paralelas, el determinante es cero, y también recíprocamente si el 
determinante de una matriz es cero entonces una fila (y una columna) es 
combinación lineal de las demás. 
 
Es decir: 
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El determinante de una matriz cuadrada es un detector de combinaciones lineales 
en las filas y columnas de la matriz. Si el determinante es cero forzosamente  una fila (y 
una columna) del determinante es combinación lineal del resto. 
 
Siendo A una matriz cuadrada: 

Si ↔= 0A  
Una fila (y una columna) es combinación del resto, las filas y las 
columnas del determinante son linealmente dependientes. 
 

Si ↔≠ 0A  
No existen combinaciones lineales entre las filas (y las columna) de 
A, las filas y las columnas del determinante son linealmente 
independientes. 

 
Observación importante: 
 
Si en una matriz un menor es distinto de cero, entonces las filas y columnas de la 
matriz que forman el menor son linealmente independientes. 
 
Ejemplos: 























5554535251

4544434241

3534333231

2524232221

1514131211

aaaaa

aaaaa

aaaaa

aaaaa

aaaaa

 

Si 0
3332

2322 ≠
aa

aa
, entonces:  

* 32 y   ff  son linealmente independientes. 

* 32 y   cc  son linealmente independientes. 

Por tanto: 2)( ≥Arg , como máximo 5)( =Arg  























5554535251

4544434241

3534333231

2524232221

1514131211

aaaaa

aaaaa

aaaaa

aaaaa

aaaaa

 

Si 0
4441

3431 ≠
aa

aa
, entonces: 

* 43 y   ff  son linealmente independientes. 

* 41 y   cc  son linealmente independientes. 
Por tanto: 2)( ≥Arg , como máximo 5)( =Arg  























5554535251

4544434241

3534333231

2524232221

1514131211

aaaaa

aaaaa

aaaaa

aaaaa

aaaaa

 

Si 0

545352

444342

343332

≠
aaa

aaa

aaa

 

* 543 y   , fff  son linealmente independientes. 

* 432 y   , ccc  son linealmente independientes. 

Por tanto: 3)( ≥Arg , como máximo 5)( =Arg  























5554535251

4544434241

3534333231

2524232221

1514131211

aaaaa

aaaaa

aaaaa

aaaaa

aaaaa

 

Si 0

55545351

45444341

35343331

25242321

≠

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

 

* 5432 y   , , ffff  son linealmente independientes. 

* 5431 y   ,, cccc  son linealmente independientes. 

Por tanto: 4)( ≥Arg , como máximo 5)( =Arg  
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5554535251

4544434241

3534333231

2524232221

1514131211

aaaaa

aaaaa

aaaaa

aaaaa

aaaaa

 

Si 0

5554535251

4544434241

3534333231

2524232221

1514131211

≠

aaaaa

aaaaa

aaaaa

aaaaa

aaaaa

 

Todas las fila son linealmente independientes y todas 
las columnas también, aseguramos que 5)( =Arg  

 
 
Es falso que si un menor es cero, las filas y columnas de la matriz que forman el 
menor sean combinación lineal. 
 

Ejemplo: 








−
=

10003

10001
A  










−10003

10001

 

0
03

01
=  sólo podemos deducir que las dos filas del 

menor ( )01  y ( )03  son combinación lineal una de 
otra. No podemos deducir nada sobre las filas de la matriz, 
es decir sobre: ( )10001  y ( )10003 − . 

 
 
Vemos algunos resultados que nos servirán para calcular el rango de una matriz usando 
determinantes: 
 

1º) Sea 
















=

34333231

24232221

14131211

aaaa

aaaa

aaaa

A  

Si todos los menores de 2º orden que pueda hacer con la 2ª fila orlando al elemento 11a  
son todos nulos, entonces la 2ª fila es combinación lineal de la primera y la podemos 
suprimir para calcular el rango. 
 

















34333231

24232221

14131211

aaaa

aaaa

aaaa

 

















34333231

24232221

14131211

aaaa

aaaa

aaaa

 

















34333231

24232221

14131211

aaaa

aaaa

aaaa

 

0
2221

1211 =
aa

aa
 y además → 0

2321

1311 =
aa

aa
 y además → 0

2421

1411 =
aa

aa
 

 
En este caso   2f es combinación lineal de  1f . 
 
Basta con que uno de los menores anteriores sea distinto de cero para que las filas sean 
linealmente independientes (no son c.l.) → 2)( ≥Arg  ya que al menos hay dos filas 
linealmente independientes. 
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Si  2)(indepson  y  0   ó,0ó,0 21
2421

1411

2321

1311

2221

1211 ≥→→≠≠≠ Argff
aa

aa

aa

aa

aa

aa
 

 
 

Supongamos que 0
2221

1211 ≠
aa

aa
  y todos los menores de tercer orden que podemos hacer 

orlando con la 3ª fila son todos nulos, entonces 3f  es combinación lineal de 1f  y 2f . 

















34333231

24232221

14131211

aaaa

aaaa

aaaa

 

















34333231

24232221

14131211

aaaa

aaaa

aaaa

 

0

333231

232221

131211

=
aaa

aaa

aaa

 y además  → 0

343231

242221

141211

=
aaa

aaa

aaa

 

 
En este caso 3f  es combinación lineal de 1f  y 2f , y como 1f  y 2f  son independientes, 

ya que 0
2221

1211 ≠
aa

aa
 2)( =→ Arg  

 

















34333231

24232221

14131211

aaaa

aaaa

aaaa

Comb.  lineal de f1 y  f2

Independientes

 

2)( =→ Arg  

  
Para calcular el rango usando menores: 
 
* Seleccionar un menor de orden 2 no nulo (si esto no es posible 1)( =→ Arg , y ya 
hemos acabado)  
 
* Calcular los menores de orden 3 que se pueden formar orlando el menor anterior 
con los elementos de una fila, se pueden dar dos casos: 
 
- Encuentro un menor de orden 3 no nulo. ( 3)( ≥→ Arg ) En este caso se pasa a 
orlar con los elementos de otra fila y calcular los menores de orden 4. 
 
- Todos los menores de orden 3 que se forman al orlar el menor de orden 2 con los 
elementos de la fila son nulos, entonces la fila es combinación lineal de las filas que 
forman el menor y por tanto la podemos suprimir, pasamos a orlar el menor de 
orden 2 con los elementos de otra fila. 
 
Y así sucesivamente hasta que no me quede ninguna fila. 
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Ejemplos: 
 

1) Calcular usando menores el rango de la matriz 





















−−−−

−

=

654113

01213

32150

21031

A  

Primero buscamos un menor de orden 2 no nulo: 





















−−−−

−

654113

01213

32150

21031

 

→≠−=
−

05
50

31
 Las dos primeras filas son 

independientes 2)( ≥→ Arg  

 
Orlamos el menor con los elementos de la 3ª fila, lo hacemos ordenadamente: 
 





















−−−−

−

654113

01213

32150

21031

 

01910

213

150

031

=−−=
−−−

−
, como sale igual a 

cero orlamos con la 3ª fila y 4ª columna: 

 





















−−−−

−

654113

01213

32150

21031

 

02020215185

113

250

131

=−=−+−=
−−−

−
, como 

sale igual a cero seguimos orlando con la 3ª fila y 5ª 
columna:  

 





















−−−−

−

654113

01213

32150

21031

 

033027

013

350

231

=−+−=
−−

−
, también sale igual a 

cero. Como todos los posibles menores que puedo 
formar al orlar el menor con los elementos de la 3ª fila 
son todos nulos esto me indica que la fila 3ª es 
combinación lineal de las filas que forman el menor es 
decir  de las dos primeras filas. 

 
Por ello la podemos suprimir en el cálculo del rango. 
 
Seguimos orlando nuestro menor con la cuarta fila: 
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−−−−

−

654113

01213

32150

21031

�Es c.l. de
la 1ªf y 2ªf

 

011920

4113

150

031

=++−=
−

, como sale 

igual a cero seguimos orlando con la 4ª fila y 
4ª columna: 

 





















−−−−

−

654113

01213

32150

21031

�Es c.l. de
la 1ªf y 2ªf

 

0404022151825

5113

250

131

=−=+−+−=
−

, 

como sale igual a cero seguimos orlando con la 
4ª fila y 5ª columna: 

 





















−−−−

−

654113

01213

32150

21031

�Es c.l. de
la 1ªf y 2ªf

 

0606033302730

6113

350

231

=−=+−+−=
−

, 

también sale igual a cero. Como todos los 
posibles menores que puedo formar al orlar el 
menor con los elementos de la 4ª fila son todos 
nulos esto me indica que la fila 4ª también es 
combinación lineal de las filas que forman el 
menor es decir  de las dos primeras filas. 

 





















−−−−

−

654113

01213

32150

21031

�Es c.l. de
la 1ªf y 2ªf

�Es c.l. de
la 1ªf y 2ªf

 

Las dos primeras filas son independientes  ya 
que contienen un menor de orden 2 no nulo. 
 

3f  es comb. lineal de 21 y  ff . 

4f  es comb. lineal de 21 y  ff . 

 
Como =)(Arg número de filas linealmente independientes, entonces 2)( =Arg  
 

2) Calcular el rango de 





















−
−

=

0011

1000

0211

1001

C  

Primero partimos de un menor de orden 2 distinto de cero: 





















−
−

0011

1000

0211

1001

 

→≠−=
−

01
11

01
 como el menor es distinto de cero, las dos 

primeras filas son linealmente independientes 2)( ≥→ Arg . 
 
Orlamos este menor con la tercera fila: (3ª fila y 3ª columna) 
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−
−

0011

1000

0211

1001

 

0

000

211

001

=− ,  seguimos orlando con la 3ª fila y 4ª columna: 

 





















−
−

0011

1000

0211

1001

 

=−
−

100

011

101

 Desarrollando por adjuntos en la tercera fila: 

( ) →≠−=−+=
−

⋅+= 0111
11

01
1  las tres primeras filas son 

linealmente independientes ya que se puede formar un menor de 
orden 3 no nulo, 3)( ≥→ Arg ,  orlamos este menor de orden 3 
con la 4ª fila. 

 





















−
−

0011

1000

0211

1001

 

=
−

−

0011

1000

0211

1001

 Desarrollamos por adjuntos en la tercera 

fila =−⋅−=
011

211

001

1 Desarrollamos por adjuntos en la 

primera fila ( ) ( ) 0221
01

21
11 ≠=−⋅−=

−
⋅+⋅−=  

 
Como tenemos un menor de orden 4 no nulo, esto me indica que las filas que forman el 
menor son independientes, por tanto 4)( =Arg . 
 

Calcular el rango de 
















−−
−
−−

=
321015

10231

11422

C  

 
Seleccionamos un menor de orden dos no nulo: 
 

















−−
−
−−

321015

10231

11422

 

→≠=+=
−

0826
31

22
 como el menor es distinto de 

cero, las dos primeras filas son linealmente 
independientes 2)( ≥→ Crg . 
 
Orlamos este menor con la tercera fila: (3ª fila y 3ª 
columna) 
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−−
−
−−

321015

10231

11422

 

02046020460

1015

231

422

=++−−−=
−

−
, como sale 

igual a cero seguimos orlando con la 3ª fila y 4ª 
columna: 

 

















−−
−
−−

321015

10231

11422

 

01616415112

215

031

122

=−=+−−=
−

−
, como sale 

igual a cero seguimos orlando con la 3ª fila y 5ª 
columna: 

 

















−−
−
−−

321015

10231

11422

 

02626621510118

315

131

122

=−=−−+++−=
−−
−
−−

, 

como sale igual a cero, y no podemos seguir orlando, 
deducimos que la fila 3ª es combinación lineal de las dos 
primeras: 3f  es combinación lineal de 21 y ff . 

 
Por tanto:  

















−−
−
−−

321015

10231

11422

f3 es comb. lineal
de f1 y f2 

�

� f1 y f2 son
independientes.

 

Como el rango es el número de filas o 
columnas linealmente independientes, 
concluimos: 2)( =Crg  

 
Una vez realizados los ejercicios anteriores, podemos afirmar: 
 
El rango de una matriz es el orden del menor de mayor orden no nulo. 
 
 
Por lo general: cuando tenemos que estudiar el rango de una matriz en la que 
aparecen parámetros a, b, c,…m, n,…,es preferible calcular el rango usando 
determinantes, a usar el método de Gauss. 
 
 


